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g‘ﬁ TEOREMA DEL BINOMIO

CONCEPTO DEL TEOREMA DEL BINOMIO

El teorema del binomio, también llamado binomio de Newton, expresa la enésima potencia de un

binomio como un polinomio. El desarrollo del binomio (a+b)" posee singular importancia ya que

aparece con mucha frecuencia en Matematicas y posee diversas aplicaciones en otras areas del
conocimiento.

FORMULA GENERAL DEL BINOMIO

Sea un binomio de la forma (a +b).

Si a este binomio se le multiplica sucesivamente por si mismo se obtienen las siguientes potencias:

(a +b)l =a+b
(a+b) =(a+b)a+b)=a®+2ab+b’
2 veces
(a +b)3 = (a +b)(a +b)(a +b) =a’ +3a’h+3ab’ +b’
3 veces

(a+b)" =(a+b)0a +b) = a* +4a’b + 6a°b* + 4ab* + b*

4 veces
(a+b) =(a+b)I{a +b) = a® +5a*b +10a°h*> +10a%b’ +5ab* + b’

5 veces
(a +b)6 = (a +b) [[[Dﬁa +b) =a’+6a’b+15a*b*> +20a’b’ +15a°bh"* +6ab’ +b°

%/—J

6 veces

De lo anterior, se aprecia que:

a) Eldesarrollo de (a +b)" tiene n+1 términos

b) Las potencias de a empiezan con 1 en el primer término y van disminuyendo en cada término,

hasta cero en el Gltimo

c) Las potencias de b empiezan con exponente cero en el primer término y van aumentando en uno

con cada término, hasta 7 en el Gltimo.

d) Para cada término la suma de los exponentesde a y b es n.

e) El coeficiente del primer término es uno y el del segundo es 7.

f) El coeficiente de un término cualquiera es igual al producto del coeficiente del término anterior por el
exponente de a dividido entre el nimero que indica el orden de ese término.

g) Los términos que equidistan de los extremos tienen coeficientes iguales.
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Ejemplo.
(a +b)5 = a’+5a*b+10a°b* +10a’b* +5ab* + b’
1 1 1 1

ol 1) s() G 10@)  s0)

1 2 3 4 5
Aplicando las consideraciones expuestas en los incisos para el caso general se tiene:

n(n=1) oy n1=D0=2) s nn=Dn=2)n=3) ..
1) 1(2)3) 1(2)63)(4)
ol =)0 =2)n=3)n=4) sy, oy e

1(2)3)(4)(s)

Ahora, si se introduce la notacion factorial, la férmula del binomio puede escribirse asi:

(a+b) =a" +?a"_1b +

(a +b)n =" +2 4" +—n(n D) a"’p’ +—n(n ~Dn=2) a"’b’ + nin - 1)(n N 2)(n - 3) a"'b*
I 2! 3! 4
L ln=1)n —25)'(11 =3)(n _4)a”_5b5 LB »*
Ejemplo.

Obtener el desarrollo de (2x—5y)*

Solucién.
Haciendo a =2x y h=-5y
Aplicando la férmula se tiene:

pe-5y) =(x) + 2052+ B o5y + D5y 4 (5

(2x-59)" = (@) +1aP (-5)+ S (-52) + 2 x)-55) +(-50)

(2x-5y)" =16x* =160x>y +600x y> =1000xy° +625y*

EL R-ESIMO TERMINO DEL DESARROLLO BINOMIAL

En el desarrollo binomial:

n n(n—1)

(a+b)n =an +Fan—lb+ an—2b2 +n(n_1)(n_2)an—3b3 +[D]]3_n(n_l)a2bn—2 +£a1bn—l +bn

2! 3! 2! 1!
si se decide llamar a un termino cualquiera del desarrollo como r-ésimo termino, entonces se encuentra que:

El exponente del término b del binomio es: 7 —1
El exponente del término a del binomio es: 7 —(r —1) =n—-r+l

El denominador del coeficiente es: (r —1)!
El numerador del coeficiente es: n(n - 1)(n - 2) D]]Iﬂn -r+ 2)
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. , . . ., n
En consecuencia el r-€simo termino de la expansion de (a + b) es:

el a[l[)g(n_”z)an‘rﬂbr—l

Ejemplo.
Encontrar el quinto término del desarrollo (x + Sy)(’

Solucion.

a=x,b=5y, n=6,r =5, aplicando la expresion: w;& (Sy)4 =15x> (625y4) = 9,375)62)/4

TEOREMA DEL BINOMIO EXPRESADO A TRAVES DE COMBINACI ONES
El desarrollo de la expresién (a + b)" también se puede obtener aplicado la teoria del andlisis combinatorio.

Si se multiplica el binomio por si mismo de forma reiterada se obtiene:

(a +b)2 Z(a +b)(a +b)=aa+ab+ba +bb=a’ +2ab+b’
(a + b)3 = (aa +ab+ba +bb)(a + b) =aaa +aab+aba + abb +baa + bab +bba + bbb
=a’ +3a’b+3b* +b’
(a + b)4 = (aaa +aab +aba + abb + baa +bab + bba + bbb)(a + b) =aaaa + aaab + aaba + aabb
+abaa +abab+ abba + abbb + baaa + baab + baba + babb + bbaa + bbab + bbba + bbbb
=a* +4a’b +6a’b’ +4ab’ +b*

. A 3
Puede observarse que el numero de términos o sumandos de (a +b) es ocho y es el doble que el de
2 . : - .
(a +b) , ya que los términos se obtienen afiadiendo al final de los cuatro una @ o una b . Por su parte,
. _— 4 ~ , .
el nimero de términos de (a +b) es 16, ya que se afade al final de cada uno de los ocho términos de

(@+b) una a ouna b,

De forma similar, para obtener (a +b)5 , Se procederia de la misma manera, partiendo de (a +b)4 y se
obtendrian 32 términos.

. A 4 . . .
Por ejemplo, los términos del desarrollo (a +b) pueden obtenerse a través de un diagrama de arbol:

(a+b) (a+by? (a+b) (a+b)
qaaa
aaab
aaba
aabb
abaa
abab
abba
abbb
baaa
baab
baba
babb
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, A , , 2
Si se suman los términos de cada columna, se obtienen respectivamente los desarrollos para (a +b) ,

(a +b)3 y (a +b)4. Cada término se obtiene de la columna anterior afiadiendo al final la letra @ o la
letra b .

Como las letras que aparecen estan multiplicando entre si, la secuencia abaa (por ejemplo) no es otra
cosa que a’b,y por tanto, es igual a las secuencias baaa, aabay aaab.

Lo que se tiene que encontrar es ¢cuéntas veces aparece a*, cuantas a’b, cuantas a°b”, cuéntas

ab®, y cuantas b*? A fin de determinar esto, se aplicara el concepto de combinaciones antes
expuesto.

Como se definieron, las combinaciones de p elementos tomados de g en ¢, son las posibles
formas de hacer arreglos de ¢ elementos, escogiéndolos de un conjunto de p elementos, con
g < p, de modo que dos de esos arreglos son distintos solo si tienen algin elemento diferente (es
decir, si tienen los mismos ¢ elementos, aunque estén colocados en diferente orden, se considera el
mismo grupo).

4
Por ejemplo, para calcular (2 , se deben formar grupos de dos elementos, escogiéndolos de entre

cuatro elementos dados. Suponiendo que los elementos estan numerados del 1 al 4. Entonces los grupos
de dos elementos seran: {1,2}, {1,3}, {1,4},{2,3}, {2,4}, {3,4}.

Regresando al desarrollo de (a + b)4, los términos con dos b pueden tenerlas situadas en los lugares 1°
y 20,19y 3°, 10y 4° 20y 3° 20y 40 y 3°y 4° (no hay distincién entre el caso 1°y 2° y el caso 2°y 1°). Por
tanto el término con dos b del desarrollo de (a +b)4, es decir, el término ¢’b*, aparece un nimero de

4 4
veces igual al nimero C; = (2 = 6. De igual modo, los términos de (a +b) con una b aparecen un

4
, . 4 _ — A . . .
ndmero de veces iguala C| = (1 = 4. Siguiendo el mismo razonamiento se tiene que:

(a+b)4 = X a'bh’ + 4 a’b' + K a’h’ + X a'b’ + 4 a’b’
0 1 2 3 4

De acuerdo a lo anterior, se puede llegar a una generalizacion del desarrollo del binomio:

(a+b) = [gja +Ulja”‘1b1 +(Zja”‘2b2 +(Zja”‘3b3 +[Zja”‘4b“ + EDIB{njb
n

que en forma condensada se puede escribir como:

(a+b) = Zn:(Z]a"_kbk nzl

k=0

gue es el teorema del binomio expresado a través de combinaciones.

4
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Para encontrar el r-ésimo término del desarrollo se aplica la siguiente expresion:

[ n jan—rﬂbr—l
r—1

Aplicando el binomio de Newton desarrollar (x + y)6

Ejemplo.

Solucién:
6
(x+y) = Z(6jx6_kyk
i\ k
oo e O£
R R | R 6F .. 6 6,
“of6-o)” +1!(6—1)!xy+2!(6—2)!xy +3!(6—3)!xy +4!(6—4)!xy *
b O e O
516 -5) 616 -0)
S 720 6, 720 6 720 a0 T20 s T20 0 720 s 70
o)™ 1(s) 21(4)) 31(3)) 4(2)) 51(11) 61(01)
J 720 (720 5 720 Lo 720 50 720 o, 720 5 720
17200 1020) 7T 204)T Y Tele)” Y T 24)" T T 1200) T 72000)7
=x®+6x y+15x*y* +20x°y’ +15x°y* +6xp° +1°
Ejemplo.

- . .. 20
Obtener el cuarto término de la expresion (x —y)

Solucién.
Sustituyendo n =20, r =4:

(B gy sty o

— 20(19)(18))617(— y)3 - _1140x17y3
6

TRIANGULO DE PASCAL

El triangulo de Pascal es un esquema triangular de nimeros en cuyo vértice hay un uno que corresponde
0 . . . -
a (a +b) =1. En el segundo renglon hay dos nimeros uno que corresponderan a los coeficientes de a

y b respectivamente. La fila siguiente se obtiene sumando los dos nimeros inmediatos a él en la fila
precedente y luego se le agrega un uno a cada extremo de la fila.

Después, se efectda una relacion entre los nimeros del triangulo de Pascal y la suma de las potencias de a y
b , de forma que los coeficientes se asignan en el mismo orden en que aparecen. Graficamente esto es:
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(@+b)° 1
(@+b)' 11
¥
(@+b)? 1 2 1
¥ ¥ ¥ ¥
(a+b)? 1 3 3 1
“'4 ﬁi “'a ¥ i ".a ﬁi
(a+b)* 1 4 6 4 1
’: »i ""a ¢ i "a ;i “'a »i
(a+b)° 1 5 10 10 5 1
"'x v': ""4 v': ""a v i "‘{ vi "'« v!
(a+b)s 1 6 15 20 15 6 1
(@+b)y 1 7 21 35 35 21 7 1

. - 5 . .
Por ejemplo, para encontrar los coeficientes del desarrollo (a +b) , se le aplican los factores de la fila
correspondiente, tal y como se muestra en la siguiente figura:

a® a‘b a’b?2 a?bd  ab* bd

N

1 5 10 10 5 1

N

a5+5a%b+10a3b2+10a2b3+5ab4+bs

Ejemplo.
6
Aplicar el triangulo de Pascal para desarrollar (2a4 + 6b3)

Solucién.
Aplicando los coeficientes respectivos se tiene:

(2a* +6°) = (2a*) +6(2a*) (66°)+15(2a* ) (66° ] +20(2a* ) (66°) +15(24* (60°) +
+6(2a* Jor°) + (60
=64a™ +1152a°'h +8,640a'b° +34,5600'°b° +77,760a°b'"> +933124*b'* +
+46,656b"°

TEOREMA DEL BINOMIO CON EXPONENTES NEGATIVOS O FRAC CIONARIOS

z . . n -z .
La férmula general para desarrollar el binomio (a +b) también es aplicable en el caso de que el

exponente sea fraccionario o negativo, siempre que se cumplaque @ >b y a>0.
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Para el caso de que el exponente sea fraccionario, el desarrollo presenta la siguiente forma:

n_ooon n(n—m) "_”2”" 5 n(n—m)(n—Zm) "_;m 3
(a+b)m -a +;a b+m2—(2!)a b + m3(3|) a b +[|]ID

Por su parte, si el exponente es negativo, el desarrollo posee la siguiente forma:

a””h’ + M

(a + b)_n =a" -na""b+ n(nz-'l- 1) a"?h? - —n(n ¥ 1)(n ¥ 2)

3!

Nétese como en este caso, los signos de los términos se alternan.

Se aprecia como para ambos casos, el desarrollo posee un nimero infinito de términos.
Ejemplo.

2
Obtener los seis primeros términos del desarrollo (x + y)§

Solucién.
2 2o 32 6 = 48 2 624 ° 11232 =2
— 5 4+ 5, = 54,2 5 1,3 — 5 4,4 ’ 54,0 I
bt y)s = TSy 25(2)" 7 +125(3!)x Y Teas(a)t +3,125(5!)x *
2 -3 -8 -13 -18 =23
42,5, 0 5.2, 48 5 s 624 < . 11232 5 s mm
ST Y 50 Y Tis00t Y Ta7s000F YT
Ejemplo.
Obtener los siete primeros términos del desarrollo
2x+3y
Solucion.
1 _ -l
2x+3y —(2x+3y)
(x+39) =) =) () 5 ) (o) = 3 x) B0) + 5 (2 (o) +
~ o @) B + 2R () v
(2x+3y)—1 :;x—l _ix—zy+zx—3yz _fgx—4y3 +§;x—5y4 _Z;fx—éys +Zzzzx—7y6 + [

CALCULO DE RAICES POR MEDIO DEL BINOMIO

Una de las aplicaciones que tiene el desarrollo del binomio es que pueden extraerse raices considerando

que V1+a = (1+a)%.Esto es:

(ra) =1 + L) aw o0y g o (Lo =2n)
' n n2(2/) n3(3.’)
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iq) = +la+1—_na2+(1—n)(1—2n)a3+(1—n)(1—2n)(1—3n)a4+
= (+a) =1 n o n*(2) n*(3!) n*(4) -

Para calcular la raiz enésima de un nimero cualquiera, se descompone el nimero en dos sumandos, de
forma tal que el primero sea la mayor potencia perfecta del orden de la raiz y posteriormente se expresa
como factor comun.

Ejemplos.
Calcular de forma aproximada las siguientes raices:

1) V30

Solucién.

V30 = \/ﬁ-/zsu— =5 i= 1+—)
o g

= 5(1+0.1-0.005+0.0005—0.000062 5+ [IJ= 5(1.0954379

=5.4771875
2) 10

Solucién.

1
wean e

()0 ) R e

= 2(1+0.08333333-0.00694444+0.00096450-0.00016075+ M= 2(1.07719264
=2.1543852¢

Notese como los términos cada vez son mas pequefios, asi que para fines practicos, basta con calcular
los primero cuatro términos para tener una aproximacién razonable de la raiz buscada.

3) Y260

Solucioén.

{48 ) R )

= 4(1+0.0390625-0.00002288+0.00000020 = 4(1.03903982)
~4.1561592¢
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INTERES SIMPLE E INTERES COMPUESTO

Un interés es un beneficio que se obtiene al prestar una cantidad de dinero, capital, durante un cierto
tiempo. Es decir, el interés es la diferencia entre el monto final y el capital inicial.

Se llama tasa de interés o rédito al tanto por ciento al que estéa invertido un capital C en una unidad de
tiempo (por lo general se toma como unidad de tiempo el afio). La tasa anual de interés se representa por
I y se expresa como un porcentaje (5%, por ejemplo) o como su equivalente en forma decimal (0.05). En
los céalculos normalmente se utiliza esta Ultima expresion, aunque la informacion se transmita en forma de
tanto por ciento.

Interés simple es el que se obtiene cuando los intereses producidos, durante todo el tiempo que dure una
inversion, se deben Gnicamente al capital inicial (los intereses se retiran).

Interés compuesto es el que se obtiene cuando al capital se le suman periédicamente (en general, los
periodos son anuales) los intereses producidos. Asi, al final de cada periodo, el capital que se tiene es el
capital anterior mas los intereses producidos por ese capital en dicho periodo (los intereses se reinvierten).

+  Formula del interés simple

El interés o rédito R que produce un capital es directamente proporcional al capital inicial C, al tiempo ¢
(en afios) y a la tasa de interés i (en decimal) :

R=CIlilt
Ejemplos.

1) Calcular a cuanto asciende el interés simple producido por un capital de $50,000 invertido durante 4
afios a una tasa del 6% anual.
Solucién

R =50,000(0.06)(4) =$12,000

2) Calcular el interés simple producido por $20,000 durante 90 dias a una tasa de interés anual del 5%.
Solucion.

El afio bancario posee 360 dias, asi que: R = 20,000(0.05)(%) =$250

3) Al cabo de un afio, un banco ha ingresado en una cuenta de ahorro, en concepto de intereses $1,200.
La tasa de interés de esa cuenta de ahorro es del 2%. ¢, Cudl es el saldo medio (capital) de dicha cuenta
en ese afio?

Solucion.

Sustituyendo: 1,200=C (0.02)(1)

Despejando el capital: C = ﬁ =60,000

4) Un préstamo de $40,000 se convierte al cabo de un afio en $48,000. ;Cual es la tasa de interés
cobrada?

Solucién.

Los intereses han ascendido a: $48,000 —$40,000 = $8,000

sustituyendo: 8,000=40,000(;)(1)
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Despejando la tasa de interés: i = ( 8,000 =0.2=20%

40,000)(1)
5) Un capital de $450,000 invertido a una tasa de interés del 3% durante un cierto tiempo, ha supuesto
unos intereses de $9,000. ¢ Cuanto tiempo ha estado invertido?

Solucién.
Sustituyendo: 9,000=450,000(0.03)()
Despejando el tiempo: ¢ = (450 ?)’(())g)(zo 03) = i anios =8 meses

«  Formula del interés compuesto

Sea C un capital invertido durante 7 afios a una tasa i de interés compuesto por cada afio.

Durante el primer afio el capital produce un interés C'[i, por tanto, el monto final Ml sera:

M, =C+Ca=C(1+i)

Después del segundo afio, el monto M, produce un interés C(1+i)i = C(i+i2), por lo tanto, el monto
final M, sera:

M, =M, +Cli+i?)=C(+i)+Cli+i)= (> +2i +1)=C(1+i)

Prosiguiendo de forma anéloga, se puede concluir que al cabo de 7 afios el capital inicial C, invertido
en la modalidad de interés compuesto se convertird en un monto final M :

_ \n
M, =C(1+i)
Notese como es un caso particular del teorema del binomio.

Aunque la féormula del interés compuesto se dedujo para una tasa de interés anual durante # afos, es
también valida si los periodos de conversién (capitalizacion), son semestres, trimestres, dias, etc., sélo
que se tienen que convertir éstos a afios. Por ejemplo:

.\ 2n
, , . i l
Si los periodos de conversion son semestrales, la expresion es: M, = C(l +5j
N\ 3n
Si los periodos de conversion son cuatrimestrales, la expresion es: M, = C(l +§j

.\ 4n
Si los periodos de conversion son trimestrales, la expresion es: M, = C(l +Zj

La tasa de interés se encuentra despejando de M, = C(l +i)”, esto es:

M":(1+i)" = 1+i:n1/M” O i=1n/M”—1
C C C

El capital inicial se halla despejando en la férmula original, esto es:

10
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c =

(1+:)

Por su parte, el tiempo de inversién también se obtiene despejando en la formula original, utilizando las
propiedades de los logaritmos, esto es:

log,, M, =log,, C(l + i)n = log, M, =log,, C +log, (1 + l)
loglo —log,, C
loglo (1 + l)

= log,, M, =log,,C +nlog,, (1 + l) l

Ejemplos.

1) Determinar el monto que se obtendrd de un capital de $50,000 después de 5 afios a una tasa de
interés compuesto anual del 6%.
Solucioén.

M., =50,000(1+0.06)° =50,000(1.338225578 = $66,911.27

2) Calcular la tasa de interés compuesto anual que se ha aplicado a un capital de $90,000 para que al
final de 3 afios se haya convertido en $115,000.
Solucioén.

=3 115000 ) 0gs51-1=0.0851=8.51%
90,000

3) Un cierto capital invertido durante 8 afios a una tasa de interés compuesto anual del 12% se ha
convertido en $2'000,000. Calcular el capital inicial, sabiendo que los intereses se han pagado
semestralmente.

Solucioén.

N\ 2n
De la expresion M, = C(l +éj se despeja C:

C= M, ___2000,000 =787,292.56

N\27 2(8)
) )
2 2

4) Una persona solicitd un préstamo bancario de $40,000 para comprar un automévil a una tasa de 24%.
Si no se efectud ningln pago, calcular el tiempo que transcurrié para que su deuda se transformara en
$70,000.
Solucién.

_log,, M, ~log,, C _log,,70,000~log,, 40,000 _ 4.845098040 - 4.602059991
loglo (1+1) log,, (1+0.24) 0.093421685

=2.6015 anios

11



